
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

2. mart 2024.

Prvi razred - A kategorija

1. Binarna relacija % definisana je na slede�i naqin:

(∀x, y ∈ R) x % y
def
⇐⇒ x2 − 3xy + 2y2 = 0.

(a) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna ili tranzitivna?
(b) Ispitati da li je % relacija ekvivalencije na skupu R. Ako jeste, na�i klase
ekvivalencije elemenata 0, 1, 2 i 6.
(v) Ispitati da li je % relacija poretka na skupu R, kao i da li je relacija totalnog
na istom skupu.

2. Na�i sve realne brojeve r za koje postoji taqno jedan realan broj a takav da polinom
p(x) = (x+ a)(x2 + rx+ 1) ima sve nenegativne koeficijente.

3. Na�i sve proste brojeve p, q i r takve da je broj

pq+r + qp+r + rq+p

kvadrat neparnog prirodnog broja.

4. Neka je k > 2 prirodan broj. Margita je na tabli napisala prvih 2k − 1 prirodnih
brojeva 1, 2, . . . , 2k − 1. U jednom potezu ona mo�e da obrixe proizvoǉna dva broja
sa table i na istoj napixe zbir i proizvod obrisanih brojeva. Da li je mogu�e da
Margita svoje poteze odigra tako da na tabli na kraju ostane taqno k pojavǉivaǌa
broja n, gde je n> 2k + 1 zadat neparan prirodan broj?

5. Na stranici BC trougla ABC uoqena je taqka D. Taqke E i F , koje su razliqite
od taqke D, su izabrane na pravoj BC tako da je BE = BD i CF = CD. Kru�nice
opisane oko trouglova ACE i ABF seku se, po drugi put, u taqki G. Oznaqimo sa
H sredixte kru�nice opisane oko trougla EGF . Dokazati da je sredixte du�i DH
ujedno i sredixte opisane kru�nice oko trougla ABC.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

2. mart 2024.

Drugi razred - A kategorija

1. Pretpostavimo da postoji grupa ǉudi za koju va�i da svaki pojedinac iz te grupe
ima taqno 3 prijateǉa me�u ostalim qlanovima te grupe. Poznato je da svake dve osobe
koje se ne poznaju imaju taqno jednog zajedniqkog prijateǉa iz grupe. Koliko najvixe
ǉudi mo�e imati pomenuta grupa?

2. Data je kvadratna funkcija f(x) = ax2 + bx+ c, gde je koeficijent a prirodan broj, a
koeficijenti b i c su celi brojevi. Ako funkcija f ima dve razliqite nule u intervalu
(0, 1), dokazati da tada mora biti a> 5. Dati primer takve funkcije za koju je a = 5.

3. Neka su AB i CD dve razliqite tetive kru�nice k = k(O,R), koje nemaju zajedniqku
taqku, pri qemu je O sredixte i R > 0 polurpreqnik kru�nice k. Maǌi lukovi AB i
CD, preslikani su osnosimetriqno, redom, u odnosu na tetive AB i CD. Ispostavilo
se da se slike tih lukova nakon pomenutog preslikavaǌa dodiruju. Dokazati da je
AB2 + CD2 > 4R2.

4. Na�i sve parove celih brojeva (x, y) ∈ Z× Z za koje va�i 2024x + 1 = y2.

5. Na tabli je napisan prirodan broj n > 1. Ana i Boban igraju slede�u igru, pri
qemu Ana igra prva i oba igraqa poteze vuku naizmeniqno. U svakom potezu igraq koji
je na potezu bira delilac broja napisanog na tabli, koji je ve�i od 1 i koji nije deǉiv
kvadratom nekog prirodnog broja ve�eg od 1. Zatim, broj sa table podeli odabranim
deliocem, na tabli zapixe rezultat, a stari broj obrixe sa table. Kada na tabli
ostane broj 1, igraq koji je na potezu je izgubio. U zavisnosti od broja n odrediti
ko od igraqa ima pobedniqku strategiju.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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2. mart 2024.

Tre�i razred - A kategorija

1. U magiqni kvadrat (sume brojeva po vrstama, po kolonama i po obe dijagonale su
jednake) dimenzija 3×3 zapisano je devet razliqitih celih brojeva. Neka je S suma svih
tih brojeva i neka je D vrednost determinante matrice 3 × 3, koja ima iste elemente
kao i zadati magiqni kvadrat. Dokazati da je broj D : S ceo, za S 6= 0.

2. Na tabli je u poqetku zapisan polinom P (x) = x2024 + x2023 + x2022 + ...+ x+ 1. Aca i
Branko, naizmeniqno, brixu jedan sabirak iz polinoma koji se tog trenutka nalazi na
tabli. Igru gubi igraq nakon qijeg poteza se na tabli nalazi polinom koji ima barem
jednu realnu nulu. Ukoliko su izbrisani svi sabirci, tada smatramo da je na tabli
napisan nula polinom. Ako Aca igra prvi, koji od igraqa ima pobedniqku strategiju?

3. Na stranici BC trougla ABC uoqena je taqka D. Taqke E i F su izabrane na pravoj
BC tako da je BE = BD i CF = CD. Kru�nice opisane oko trouglova ACE i ABF
seku se, po drugi put, u taqki G. Neka kru�nica opisana oko trougla AEF seqe pravu
AD, ponovo, u taqki H. Dokazati da je DG = GH.

4. Kvadratna tabla stranice n, n > 2, podeǉeǌa je na n2 jediniqnih poǉa. Obojeno
je 2n − 3 poǉa table, ali tako da nijedna vrsta niti kolona nisu potpuno obojene.
Dokazati da je mogu�e izabrati n neobojenih poǉa, takvih da nikoja dva od ǌih nisu
u istoj vrsti ili koloni.

5. Niz (an), n ∈ N, zadat je sa a1 = a2 = 1 i an+2 = an+1 + 3an, za svako n ∈ N. Odrediti
ostatak pri deǉeǌu broja a2024 sa 2024.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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2. mart 2024.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Na�i sve funkcije f : N → N takve da va�i f(a) + f(b) | af(a) − b2, za bilo koja dva
prirodna broja a i b.

2.Odrediti sve trojke (a, b, c) ∈ N×N×N prirodnih brojeva za koje va�i 10a+2b = 2024c.

3. Neka su x i y realni brojevi za koje va�i sinx+cosx = y i sin y+cos y = x. Dokazati
da je x > 5

4 .

4. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je D taqka na pravoj BC. Simetrala spoǉa-
xǌeg ugla u temenu A tog trougla seqe pravu BC u taqki E. Oznaqimo sa M sredixte
opisane kru�nice oko trougla ADE, a sa ω1 i ω2 kru�nice opisane oko trouglova ABD
i ACD. Dokazati da se zajedniqke tangente kru�nica ω1 i ω2 seku u taqki M .

5. Neka je n > 2 prirodan broj. Na planeti DMS2024 obitava taqno n stanovni-
ka, matiqnih brojeva 1, 2, . . . , n, me�u kojima se neki poznaju, a neki ne. Usled pos-
tojaǌa paralelnih univerzuma, postoji i planeta DMS2024’, qiji stanovnici ima-
ju matiqne brojeve 1′, 2′, . . . , n′ i gde su poznanstva suprotna, odnosno za proizvoǉne
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j, stanovnici i′ i j′ sa DMS2024’ su poznanici ako i samo ako i i
j sa DMS2024 to nisu. Pritom za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}, stanovnik i planete DMS2024
poznaje stanovnika i′ i samo ǌega od stanovnika planete DMS2024’. Za koje vrednosti
n je mogu�e da su poznanstva me�u stanovnicima obeju planeta takva da se oni svi mogu
rasporediti za okrugli sto i to na taj naqin da svako sedi izme�u svojih poznanika?
Poznanstva su simetriqna.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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2. mart 2024.

Prvi razred - B kategorija

1. Da li postoji trougao qije su te�xne du�i du�ina 1, 2 i 3?

2. Koliko ima xestocifrenih prirodnih brojeva koji u svom zapisu imaju barem jednu
parnu cifru i taqno jednu jedinicu?

3. Za prirodne brojeve a, b i c va�i {a, b, c} = {2, 3, 2024}. Koliko najvixe celobrojnih
rexeǌa (po nepoznatoj x) mo�e imati nejednaqina

||x− c| − b| < a?

4. Pretpostavimo da su a i b racionalni brojevi takvi da su brojevi a + b i a2 + b2

celi. Dokazati da su brojevi a i b, tako�e, celi.

5. Neka je ABCD pravougaonik stranica AB = 4 i BC = 3. Prava koja sadr�i taqku
A i normalna je na dijagonalu BD datog pravougaonika seqe pravu BD u taqki H.
Oznaqimo sa M sredixte du�i BH, a sa N sredixte du�i CD. Izraziti vektor

−−→
MN

u zavisnosti od vektora
−−→
AB i

−−→
AD.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

2. mart 2024.

Drugi razred - B kategorija

1.Odrediti sve vrednosti realnog parametra p tako da jednaqina |x2−px−2p+1| = p−1
ima 4 realna i razliqita rexeǌa x1, x2, x3 i x4, za koja va�i x21 + x22 + x23 + x24 = 20.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu
3
√
x+ 2023 + 3

√
x+ 2024 + 3

√
x+ 2025 = 0.

3. U trouglu ABC va�i ^CAB = 2^BCA i 2^ABC = ^CAB + ^BCA. Simetrala
unutraxǌeg ugla u temenu C tog trougla seqe pravu AB u taqki E. Neka je F sredixte
du�i AE i neka je AD visina iz temena A trougla ABC. Ako simetrala du�i DF seqe
pravu AC u taqki M , dokazati da je AM = CM .

4. Odrediti sve trojke celih brojeva (x, y, z) ∈ Z× Z× Z za koje va�i xy − 2z = 1.

5. Na tabli je zapisan niz nula i jedinica. Poznato je da me�u svakih 200 uzasto-
pnih qlanova niza se nalazi jednako nula i jedinica, ali me�u svakih 202 uzastopnih
qlanova niza broj nula i jedinica nije jednak. Koliko najvixe qlanova mo�e imati
ovaj niz?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

2. mart 2024.

Tre�i razred - B kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra a ∈ (−π, π) diskutovati i rexiti sistem line-
arnih jednaqina

x + cos a · y + z = 1

x + y + cos a · z = 1

x + cos2 a · y + z = cos a.

2. Neka je a = log2 5 i b = log14 98. Dokazati da je

log28 490 =
2a+ b− ab

3− b
.

3. Neka su a i b proizvoǉni prirodni brojevi. Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost
izraza I(a, b) = |20a − 23b|.

4. Data je kocka ABCDA1B1C1D1 qija je ivica du�ine 1. Taqka K na ivici AB date
kocke izabrana je tako da je ugao izme�u prave A1B i ravni B1CK jednak 60◦.

(a) Odrediti zapreminu piramide KBCB1.
(b) Odrediti tgα, gde je α ugao koji zaklapaju ravni B1CK i ABC.

5. Posmatrajmo 5 me�usobno razliqitih celih brojeva i apsolutne razlike svih 10
parova tih brojeva (naravno, neke od ovih razlika mogu biti me�usobno jednake).
Odrediti najve�i prirodan broj za koji sa sigurnox�u mo�emo tvrditi da �e deliti
proizvod ovih razlika, bez obzira na to kojih smo 5 brojeva na poqetku posmatrali.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

2. mart 2024.

Qetvrti razred - B kategorija

1. Poznato je da polinom P (x) = x4 − x3 + px2 + qx+ r, sa realnim koeficijentima, ima
nule x1 = 3 i x2 = 1 + 2i. Odrediti koeficijente p, q i r tog polinoma, kao i sve
ostale ǌegove nule.

2. Za koje prirodne brojeve n, koji imaju taqno devet prirodnih delilaca, mo�emo
popuniti magiqni kvadrat dimenzija 3 × 3 sa logaritmima ǌihovih delilaca (kod
magiqnog kvardrata zbirovi brojeva u svakoj vrsti, u svakoj koloni, kao i na dijago-
nalama su jednaki)?

3. Novak �okovi� (Srbija) i Ro
er Federer (Xvajcarska) su jedini igraqi u open eri
koji imaju preko 60 pobeda na sva qetiri grend slem turnira. Igrali su ukupno 50
puta, a �okovi� vodi sa 27 : 23 (plus, predaja Federera u finalu zavrxnog mastersa
2014. godine). U jednom od najpoznatijih ǌihovih meqeva, u polufinalu turnira
US Open-2010, �okovi� je dobio sa 3:2 u setovima, tj. u gemovima 5:7, 6:1, 5:7, 6:2,
7:5. Na koliko razliqitih naqina, u skladu sa pravilima tenisa, su mogli da do�u do
istog ovog rezultata po gemovima? Ako je N dobijeni broj naqina, koliko celobrojnih
delilaca ima broj N?

4. Neka je k kru�nica polupreqnika R > 0 i A taqka u ravni kru�nice k, koja je od
ǌenog centra na rastojaǌu jednakom 2R. Na kru�nici k uoqene su razliqite taqke B i
C, takve da je AB = AC. Dokazati da je povrxina trougla ABC ne ve�a od (3+

√
3) 4√12
4 R2.

5. Dat je trougao ABC. Neka je O sredixte opisane kru�nice k trougla ABC, a S
taqka na simetrali stranice AB tog trougla. Ako su C i T preseqne taqke kru�nice
k i prave simetriqne pravoj CS u odnosu na simetralu ugla ACB, dokazati da taqke
C,O, S i T le�e na jednoj kru�nici.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


